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door 
Prof. B.L. van der Ws.erden. 
De Laplacetransformatie is een toverstaf, waarmee men sommige dif-
ferent iaal- of int egraal verge lij kingsproli lemen maar hoe ft ·a.an t~ rakeri, 
en ze vrord.en ineens veel eenvoudiger. De kunst is alleen, tla de oplos~-
sing de bet overing weer ongeq.aa.n te maken, d. w. z. de op1:o.ssing terug te 
' transformeren. 
:Oe :i_Jroblemen moeten lin~a,;Lr. zijn, en bij voorkeur beginwaEd~prp-
£~~£, waarbij de toestand voor t = 0 gegeven is, b .v.: 
A. Inscb2,kelingsiJro1:J;t~em in d.y elektr4>~chniek: 
(1) · i Y · a Y . . a J t ,_ + 2 IT -t- c y ~ G{l} met Yen Y' = 0 voor t = 0 
J3. 1Li,ffusie of ·Jarmt~i~elei,ding: 
(2) 
·u u . i o\t met gegeven beginv,raarden voor 
at ~·a - t 0 rand waard en 0 c) Xi. == en voor X =. er 
X = 1 of X = 00 
J}ef initie van de Lap].acegetransformee:rrle: 
+00 
(3) tt\1.) =- [ Flt) /~1 dt 
-"'° 
l~eeu1 aan dat F(t) sterk·naar nul streeft of nul wordt voor 
t - ..i-0<> • en dat F(t) niet te st erk ·ae.ngroei t voor t-.+oo , zodat de in-
tegfaal (3) absoluut convergeert voor p > c. Dan convergeert de inte-
graal v-an~elf voor complexe p = u + i V' met u > CJ dus in een half'vlak 
rech-Iis van de lijn p = c +iv. 
n e omker ing van ( 3) lu.id t nu: 
· [+ico 
{4) F(t) - ' . _j__.· · Jf(p) ept_dp 
2rr~ • 
-( t > .c). 
i-ioo 
Door f(p) is F(t) dus eenduidig bepaald. Door ve:tschuiving van de 
integrat:i!".;;weg of uit een tabel (zie hierna) Ran men vaak F(t) bepalen, · 
" a.le de get:ransformeerde f(p) bekend is• 
Spec:i,aal geve.l t = O, p = i v: Fourier-integra13,!. 
Voorta.an zullen we· aannemen F(t; = 0 voor negatieve t. In plaats 
van (J) -heeft men da.n een ,integraal van .0 tot c,o • 
..-2 .... 
;te..l.~i~rJ.1.\c..~ .. ...:: tellil'!S!J!:. 
.. 
r. f(p) + g(p) bee.ntwoordt aar, F{t) + G(t) 
II, C f(p) n tr C F(t) 
ll:. t ~(~) II ,, (F(s) ds 
0 dF 
ri- p :f(p) .• 1'(0) It 11 cit' . l • 
., 
Y, ;f (p ... a} " " eat F(t) 
VI. ,-ap :t(p} tf '' F (t-a) 
VII. f(p) g(p) 
♦ 00 " 
"de "convolutie" 
f F(a) G(t-s) dx 
'"CIO 
Vaa}c. voorkome11de.~pl!3-cegetre.nsformeerdca,U. 











• • ... u ... 
{p-a)n 
" 
ff at tn . 
e • {n-1) ! 
Elke rationale funotie van p, die voo:r p ~ oo tot nul nadert, kan 
als som van _partiele breu.ken geschreven w-o:rdeni 
fil.Rl 01 . 02 . ck 
( 5) f' (p) = B"(pj = - + ----- ·2 + • • • + "" It 
.P p-a1 (p-a1) {p-a.1) ···~ 
.... 
I,n 1t eenvoudigst& ijeVal van enk:elvoudige wortels wordt F(t) een 
aom van exponentiele functies met ooefficienten 
' 
{7) 0 g(91c) t 
k • h 1 (81:,) I 
<I Qp_l!!fr.P.!'i. f&n., sel'9111, !J!ffe~ .. nt1aaly~rg?3lij~iagen ,me,t ··.P9!1a:t..?,.nte 22e.L¼.=:~ep~en. . . . .. . .. . :;;:r, "'" •.· 
Sohema. · 
• , • b 144.... \ 
...---~--------";"-----------......_ ____ .......... ______ ...., 
· .. · JDiffe:rentiaalve:rgelijking 
.-,.... J, ... 
·· · · J1otJ• vergelijk:tpg , .. 
,·,l .. '.'':'f; \ _ _..,.._, ..-~-..... 
Oploasing d.ifferentia.alvergeli;Jkirlg 
. . ·.· A.. . , , 





't-. ~ + Y = 1 met Y = 0 e11 Y1 = O voor t = o. dt~ 
( 4) de 6e-t1~"',n°fo::.,eerde flinotiit'I y a'.?'n 
p ( PY ..:. y ( (l)) ·- y l ( 0) + y = t 
of i.n ona geval 
2 1 (p + 1) y = p. 
-3-
%0 hebbe.n we due een diffe:rentiaalveri;;;elijking in een algourr.-
iache vergelij king getra.nsformE:'erd. De oploaaing J.uiut: 
1 01 02 
=r-+-
p p-i 
0 = 1~ - = - ½ 3 3 (-i) . + 1 
of' Y = 1 - cos ·t • 
+ ~ . 
p+1 
. .. 
IJJ?LACETRA.IiSJfORititTI:c; 1 door B.1.v .. d. Waerden. 
- .. 
Syllabus 2d9 v~ordracht 23 Oct. 1948. 
Qpt,.•ikk!line;sstellinf, van Heaviside 
(1) 
Aan de splitsing 1n partiele breuken 
f (p) = &.tl 
h(p) 
~ g (91c) 
= L h1(91r) 
beantwoordt in bet gebied van de tijdfuncties 
"(2) 
biz.½ 
~tabiliteit§C£iterium. F(t) blijft beperkt, a.ls de reele delen van 
alle wortela negatief of n\U zijn. Zijn ze a.lle negatief, dan nadert 
F( t) tot nul veor t-, oo • Is er. een wort el nul bij, en liggen de 
.)\"erigen links van de imaginaire as, dan nadert F( t) tot een con-
sta.ll.te limiet, en deze limiet is gelijk aan bet residu van de t)Ool 
p=O .. 
Vaak kan de ontwikkeling (2) ook ,worden toegepast als f(p) geen 
rationale functie van p is. Laat b .v. f(p) oneindig veel geisbleerde 
po1en links van de imagi:naire as hebben, waarvan de reele delen tot 
- oo naderen. Dan is volgens de omkeerformule 
t+i.~ 
(3) l' (t)= 2~- •f f(p) ePt dt 
t-1..~ 
F(t) een som van residuen van,een aantal polen plus een inte6raal over 
ee:n lijn links van daze polen. Dikwijls wordt deze i11tegraal zeer 
klein zodat men pra.ktisch a.an een beperkt aantal polen voldoende heeft, 
al.thane voor niet te klei ne waarden -.:an t. 
Om ook Toor k.leine t een 11ntwikkeling te vinden, ontwikkel t men 




· De bi.jbeh'orende machtreeks .voor .. F( t) luidt 
o.., c, 2 
F( t) = o1 + t-·• ii + -·J, t + •"'. • 
. • • 2, 
Onthoud: Het gedrag va.n F(tY voor kieine t wordt bepaald door 
da '.'11 van f ( p) voor grote :p. A9.ll de and ere kan1J word t het. gedrag va.1.1 
F(t) voor grote t grotendeels bepaal·ci d'or dat -van f(p} ·vaor p ~ O 





Gegeven een bedrijf, wa2.r~ 
•ea.n een wijzer verbonde~ i~ 
die een grootheid .X me1.;li, 
die zo goed mogelijk co~~-
stant gehouden moat we;Tf. •;m• 
Hiertco d.ient ~u1 rega:!.aa·~ ... 
d 1e een klep boil 1·~rnt: ni ~!i; 
op het bedrijf weor 't't"'t.!g'ul 
' Laat X(t·) de uitwijkiug W.tt 
de wijzer, Q(~) de uitui3-
i.i.:"g van de kle1 betekenen, <>t1ide ale :f'unotie van de tijd, in willekeu-
:;.• iBe eeuhed en semet en. 
;t\.!Jnt.sie v~ip het bed:ria:t. Kaak de k:lep van de regelaar los en geef hem 
&e.r-l uitwij'.:.iog_ . 









Bij een uitgestelde eenheidsuitwij-
killg behcort natw:r;ijk ook eea 1u.t ... 
gestelde resporisie. Neem tlU, aan dtxa · 
d.e reeponsie ~ie9air 1st d.w.z. dat i 
bi~ ee~ veelvoud van de uitwijking 
ook een veelvoud van.de responsie 
beboort, en bij de aom van tw~-e of 
: . 
meer al of niet uitgeatelde uitwi~- 1 ' 
kingen (trar,jeaftlnctie) ook d.e aOln i · 
tan de bijbehorende respons.iefuno- ; 
~ies. Gaat men da.n door l.imietover- · 
gang van ean trapjesfu~otie naar e~~ 
willtkeurige storing Q{t) over, dan 
. wordt de reaponsi{ gegeven door : 
Xrtl• Xrlt}., Q<t)~ f X~(t-s)d Qts) 
"In attr1jJdM tan ••.n vroeger gemaakte e.fsp:raelt ~oemen we dez, il'J.taf 
.µ-Ml 4e corwolu:u., •an de f\Qlo_ties IR (tJ en Q(t). Yero.er definieren · , 
av•~•ne a.fwi~lerd, 4• Lapl-.oetranaforma:t1e d.oor .. 
· . f<r> • r /f (t) -l't e1t · • 
. r•· 
0 ' . 
», tapb.ceptr.-ro~•l,:1• TIUl. een eeftbeidastoring .is de.n 1 • · en dt ' 
~laoep~O--~I Ya.ft ".ll C.:>nftlttti,f l 0 G {bl de n1eU.W'1 zin) ·'-" 
'-'i ~uo1 t(1)1(»), .. . · 
~?·' 
Res;pon.sJe .. ,ya.n tie regeJiaar. 
geP:f' !1em een uitv1ijking 1. 
Ecmhei1..:s- ':( I 
t,tz."I' 
Haak de wijzer van het bedrijf los, on / 
De regela.tr reageert hiercp volBene ee:n 
, storing, 4,. 1 I ....... , __ , ,.-,--....... . 
I 
____ __,, _____ ----
Rf ;:,)onaie ---4t 
rc.;cl ,ar._ q 
1 ft:~-< \.1,'1" 
-------'-----
·-·:__-"ii t 
graal juiat 1 wordt, 
rt:!3pon_;d.§l_f1:]J,_ot!!! .. ~ Fl' " )1e meeat ge .. 
h1•qj r:~lijke typen 1·0t:P'lt''t11: ic:tanotio 
Zijll ""'\ · t lt11(t)::: Q.;.b 
( evenredi_r;e nrn:ponaie :,pl.us ~ nteg1·~ :,~. 
actiu). SomA tel t meu hiorbij .nag r,,~·-
z. g. diffE:rcnti..i:;!.ala.ctie van de vorti 
il ,S(r:) o~, Wal~rhl~-{(t) oon func4.;i'J 
Js, 1lio plotr..::ling tot een zoer ho~..:~ 
w~.e.rde o:p!dim"t er.. dan z0:sir enel wea'!.' 
· -to c; 11ul nr-i,uer1::, :raaar zc dat de into~ 
Neem weer c-a:.1 ,:,;,at C:.e rt:spor,sie ·van de regele.a:r eveneez1s lineair J.f; 
Dan zal aan een wil:;.ckeurige storing X(t) de reacti.e vr.n do :regelaar 
Q ( t ) ::: - QR ( t ) ~ X (t) 
t bea.nt"iloordcn. 
· Ile oonvolutie hoeft d\3 eigcnschappen 
F~G =Ga F 
' F0 (G oH)~(FoG)oH 
Probleem: Gegeven de rasponsief'unctie van bet bedrijf XR (t). Hc,e, 
moeten .de conetanten (a, b en e't"ontueel h) van de res.l)onsie\:ro:0 :i.::c _., · 
de regelaa:r gekozen worden, opdat elke storing in de 1:o:rts-c mosel:.;./: 
tijd tot nul gereduce0'rcl. wordt? 
We boperken ons to't r,;9_:~;'11.Y(;n muLz! .. lft'e;~elin,f\, waaxoij XR tot 
een eindige limitrt lJc,.,.;;; •·~. im vu; ncmen verd:~r ean, dat de oor$pron,.:.::-
lijke stortng !.<l(t} er.i, 1 • .-/J~:12J.:l:i-!:b-1ring is; X:0 (t) ~ 1 vocr t) 0, 
Het nia:tr.<.~m~;1.tisch :.,J:r.oi.:llf"eir. 3 c1.at we eorst op moeten lossen, luidt: 
Hoe zal bij gegcven r0•:,i-,unaie:r.'\lncties Xf? en QR , cl~ gesloton cyclus 
Bedrijf ;. Re•gelF.tfl.r :.r<J_-_.,.,, .rc.n op een eonhcidsstoring in ~{? 
. ~ ,_ ' 
De eenbeJ.e.'3f.~.,;,-.i·.d1t~ Xc(·t) o:;;> ziohzel:f geeft aanleiding -tot ecn uit-
wijking - QR('t) \,.ar.1 c.r.J :i:.:c..:J.!::1e~. Deze leid•h tot oen rcactie van het 
bcdrijf _ Q ,t~t, o X ~ (t) 
die bij de oorspronkelijke ecn!:eicss.torixig opgeteld moet worden: 
t - q p O Xr, 
De tweede term geeft nu, weer aanlei<iing tot cen rea.otie van de regela·.i.r 
+ QA QXR O qR 
en deze weer tot een :reactie va.n net bedrijf 
+ QI? oX~ o Qtt a Xi 
enzovoort, zodat we in totae:l krijgen ) { 
(O) X (f} =- I -(£'.?,. x.)+ (Qr~ x,,J-(G>~ ~XR}- ( ) .. ( '~, 
blz..P 
In eenvoudi~e gevallcn, zonls wanneer XR oen uitgestelde eenhoids-
f\·.:Jc·~ie is !I kan d2~e reeks term voor term door directe integratie uitge-.. 
::;..:r .. J;~.cl vrOJ.'df.ln. In. mind:::r E::envoudige gevallen ncemt men de Iia:?lace-
t~z.·:n1;:o:f o:cw~.tie te hulp., De La:placegetranefo:rmeerde van de reeks X(t)' is 
,. ' 
l • J 
~ 2) 
/ 2 '.!r · 





hangt van de responsiefuncti0 XR(t) v2,n bet bcdrijf af. Neemt 
'Ji.en b.v. een responsie met v,achttijd D: 
, "') (.j 
a.an ·wordt 
( 4) 
X (t) -{ 0 ( t ~ D) 
· R - .Ll 




-Wil men voor xR(p) een rationale fu.nctie hebben, da.n kan men voor 
X~(t) een functie van de volgende vorm aa.nnemen: 
( s > X R ( t > ~ t -:- e,-t ti + t + r .,.. .. · 1- t "-' ) 
\ J ( . (r'/-1)! 
(6) )( (p) ~ I ~ (ptt)n 
.. 
Met Jun~:ies van_ hot type (3) of (5} kan men de in de pra.c·cijk voor-
l{9mende· rcsponsiekrommcn heel goed bene.deren. In het geval ( 3). vi;ndt 
men volgcns ( 1) e.ls c = 1 vrordt aangenomen : 
. I p(l+p) 
X'( p) :- .~ b)· e..-f ~ = "p( it p) +(a F tb) ~-rb 
. 1.1\, +y.; l+P . 
rn ~~V;:·1 (5). vinc.t l)lt:;n_ 0? d.:.,zc.,l:fd.(. ·,.-ijzo 
, ' (.;) 
( G) 
· !..n dit laat·ate geval is X(t) · ma.kkolijk to vinden. Men stelt 
·. 
en vindt 
(9) X(t>= l ~ 
~·(011) 
In gova.l (7) is :x(p) gten re:.tio!JA1e :functie en do noamer hoeft or,•-
eindig veel wortels. Tooh blijkt (9) voor vol1o3nd grot~ t ee.n goed'3 
benadering. De drie wortols die bet dioh~abij de iM~ejn~i~o as li&gen 
gt;ven aanleiding tot de bol2.ngrijksto te:nter. v~ de reekef da andere 
tormen nadaren zo snel tot nu.l, dat ze al heel geu.w ven,o.s.rloosd ku1u.!;r., 
wordon. Voor ze~r kl~ine t kan men de axakto formula (0) g,bruiken, 
Voor t~ D zijn all(.; tc:rr,wn beba.lve de ecrste twee nul. Het blijkt de.t 
de aeymptotisohe ontwikkeling (9) :roeda voo:r t = 2D 'len uitstekenni 1.;,,. 
na.dering g<:eft. 
Met behulJ van deze ontvrikkeling kunnen 2 vragen ops0lost worde.na 
1. ~tabilijeitproblee~: Hoa moeten a en b sekozen uol'den, opdat X(t) 
voor;,;eote t tot nul nadort? · 
De voo:rwa.erde biervoo:r is, A.lle wortels van de noemer g{p) m.oate-n 
links van de imagine.ire aa liggen. 
2. ttobl~em, .!..an de b(;st!l regeliDEP Boe :moeten a. et& b gekozen word't 1 ,~ ..• 
opda.t de integra.al. Io. . t 
J. X {tJ dt 
t> • 
so klein mt:>gelijk wordt? 





Syllabus 4de voordracht, 13 November 1948• 
P:robleem: Warmtegeleiding in een vlakke pls.at 
0~ "$, 
= a --.•·'"· 
o x4 
y ::;: 0 voor X = 0 
:{ = 1 II X = l 
y C: 0 n t = 0 
K~ ... es eenheden zod~t 1 == 1 en a =. 1 • 
L;et.ra.nsformeerd pro bleem: 
a2 




y(p) -- 1 
- p 
~'i:ff1•uggetransf o:rrneerci 
y ·. ·;.1 
= ~rt i 
y 
y 
= 0 voor ::x = 0 
= 
:1 n X = 1 p 
t y(p) ' pt dt 
blz• 10· 
De integratieweg is een lijn 1 evenwijdig 3.an ·de imaginaire as, maar 




--'----~ -l)!n,.,.-----------2 : ~-~• 2) 
De functie y(p) is meromorf en heeft polen bij ·p 
De integraaJ. is een som van residuen van de :polen: 
= O en ..,.k2 n: ~ •,,. 
Y(t) ex+· I_ ~<link-rt ic.e •k27r2t 
k .. 1 
'blz• 11 
Cm -tot de ooraprouke:.i.ijke eenhf'den terug t e k.eren moet me,n x ver-
~ vang,.:,r.. dcor f en t doo:..- a t • 
Wil men een ende::e ra:ndftmctj e: 
Y = Ftt) vo~r x = 1 
de.n moet men de zojuist gevo:1..i.e.n '!"plossi.n.; Y( 'u) J.I;.ot "?ft) ·rouw~n: 
~ t . 
Y( t) o F( t} = J Y(t.-.a) dF( s) 
,:, 
~ .. ,. 
Vtor andere ra.nd-w~orwaarden, bijv• t i .::; o Y voor x • O gaat 
men analuog te wat:"l':; in ple.ats van de sim,a !:vJ:t c,:..~ d an oen line&.ir~ 
combinatie van oos en sin 1 
Voor een hollrJ oyl:lnder, die van binnan wordt verwar1nd, gaat de 
ben:-..:k,3ning n::.it·eender, al.le.en komen er Bessalse :fu:nc·tiea in plaats 
van cos en sin• 
.. 
1.\.1?LACETR.Ur.:3FO~HATIE. 
Syllabus 5ae voordracht 4 Dec. 1948 .. 
r•reibleer:i.: Warmtegeleiding in een holle cylinder 
' I'. 
,)t'l 1 ~y ~ Y 
~;T + r or = TI 
Y • o voor t = e 
Y = 1 voor r = r• 
Y • 0 voor. r = R ~ 
,::;etransformeerd probleem: 
<lA~ + ~ ~~ - p y = 0 or 
1 
v = - voor r = r 
., p . 0 
y = 0 voor r = R • 
O~lossing met Besaelse funoties: 
'Bopaa.l c1 en o2 uit de randveorwaarden 
1 J O ( irVp) Y0 ( iRVl'f) - Y0 ( irv5) J O ( iRrpj 
Y = p J 9 (1r,fflY0 (iRVji) - Y0 (i:t 0 Vr)J 0 ' (iR\Tw .. 
Teruggetra.nsformeerd als in vorige syllabus 




::;i som van residuen van polen 
= ln R - ln r . ~ . . e -p .. t 
ln R - ln r O + L 0 k · • 
lfarmtegeleiding in een oneindig lange 
Jy ~/·y 
-st=~ 
Y: = Y0 (x) voor t = O 
sta.af: 
Y ➔ O voor x ~ ()Q of x ~· - co. . 
,,~tranefQ:rrneerd probleem: . ~ i . .. 
. py-1 •. ~ 
0 <l X 




~ voor -S-<: X < S 
0 voor allg :mdere x 
D~n luidt de oplossing van (2} 
. 1 ( e S Vp -e - S Vp,) exVp Y=4S·p 
= 1 < es rp -e -S VP-) 0 -xrp y 4 S p 
<x < -S) 
Laat nu S tot nul naderen, dan wordt Y een del ta.ftmctie, en we kri~ • 
0 
gen in de limiet 
(3) 
Nu teruggetransformeerd volgens een tabel: 
41' xl 
(4) y :::; .. 1 ~ -« 
" l \/TIT 
Dit resultaat kah ook door complexe integratie uit de omkaerformule 
varkregen worden. 
Voor willeketlrige beginfunctie Y0 (x) 
➔ Oo I .-~x-s) 2 ( 5) e 4 t 
-Cl:> 
luidt de oplossing 
· ..... ··' 
Ll~.PLACETRANSFORMATIE. 
Syllabus laatste voordracht 11 Dec. 1948. 











(x)O. ) __ 
Y = 0 VC!OX- t = 0 
Y = 1 voor x = O 
Y ➔ o voor x ➔ oo • 
y 0 ~ 1vo~~ x = O 
·. p 




Y = P e ; .· 
1 t = 1 - Oi4 -E 
>( 2 
/ e • it d u " 1 - erf ( ~) • 
Q 
11Errorfunction 11 : 
. 2 
erf x =-VW-
!)(. 2 -v dv e 
... 
0 .. 
Y = O voor t = 0 
Y = F( ~) _voor x = 0 , 
· Oplossing door vouwen: J"t y = 
= 
. lJerd4;', :erobleem: 
· Getranst'ormeerd: 
. . .. . . J. I . 
F( t•s) 
0 
d (1-erf ._!._ ). 
)\/s2 
t ' I F(t-s) -2S... s tvn 
CJ 
Y = 0 voor t ~ 0 
.. ' -- ....... i X 
e 4s. 
~. . T"i ~"".G(t) voor x = 0 · •. 
d s ·· 
• 
blz. 15 
1 0ploasingvoor G(t) = deltafunctie, g(p) ~ 1: 
.. 
Voor willekeurige G( t) word't de ~plossing door vou'Pen gevond.en: 
x2 
y = 1 e- 48 G(s) ds 
Vierde Eropleem: Y = YJ :x:) voor t = 0 





. y = 0 voor x = o. 
Oplossing -voor Y0 = deltafunctie 
y = a(e~- e-~ 
y = b e~xv'p" 
f (x-u): 
(x <U) 
(x > \1) 
waarin a. en b zo bepaald worden, dat y continu is voor. x = u en dat 
yJ een sp;rong -1 vertoont. Resultaat: 
1 ;:i ......1__ ( e- !x-uli/p _ 8 - ix+uj~ 2vp i Q 
1 - i~-¥2: . - <~+¥1 
y = 2v¥i"1i ( e - e ) 
.. 0 
Wordt het li:nkereinde ,van de sta.af geisol~erd <-;r"i = 0 voor x · ~ 0), 
dan luidt de oploSsing net zo met + in plaats van -. 
Tabel vap Lapla9eget»ansforp1.eerden. 
f(p)= f~(t) a-pt dt F("t) = .r.+•;(p) e1't dp 










(p2 + 2 ap + b) - 2 
(p2 + a2)- ½ ( \/P2.+ a2 _ p)~ 
-1 -ap P e 
a 
-{~1) ). - p 




- 2 . -a.vp P .. e 
-1 --avp 
:P e 
- l -avp 
:p 2 e 
1 ex:vp .... e-:..xvp 










·1 ( bt · at) t e- - e 
J O ( at) 
-at • ( J · 2 e J 0 t . )l, - a ) 
. av J,J 0( at) 
blz. 16 
.. 
